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摘 要： 目前GLV/GLS (Gallant，Lambert，Vanstone / Galbraith, Lin, Scott)标量乘算法的研究主要集中在Weier⁃
strass曲线上，尝试寻找和构造更多或者更高次数的可有效计算的自同态 .本文主要研究了 Jacobi Quartic曲线上

GLV/GLS标量乘算法 .首先利用曲线之间的双有理等价，给出了该类曲线在素域上可有效计算自同态的具体构造，

得到 2维GLV方法 .然后考虑椭圆曲线的二次扭曲线，利用曲线之间双有理等价和 Frobenius映射，给出了该类曲线

在二次扩域上可有效计算自同态的具体构造，得到 2维GLS方法 .将上述GLV和GLS方法结合起来，同时利用曲线

在二次扩域上的两个不同的自同态，得到 4维GLV方法 .最后针对 j不变量为 0或 1728两类特殊形式的椭圆曲线，利

用更高次的扭曲线，得到 4维GLV方法 .实验结果表明：对于 Jacobi Quartic曲线，2维GLV方法和 4维GLV方法比 5-

NAF方法分别提速 37.2%和 109.4%以上 .同时，在三种不同的实现方式下，Jacobi Quartic曲线上标量乘效率都优于

Weierstrass曲线 .
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Abstract： At present, GLV/GLS scalar multiplication mainly focuses on the Weierstrass curves, attempting to find
and construct more and more efficient computable endomorphism. In this paper, we study the applications of GLV/GLS
method on Jacobi Quartic curve. Firstly, we present the concrete construction of efficiently computable endomorphism for
this type of curves over prime field by exploiting birational equivalence between curves, and obtain 2-dimensional GLV
method. Secondly, we consider the quadratic twists of elliptic curves. By using birational equivalence and Frobenius map⁃
ping between curves, we present methods to construct efficiently computable endomorphisms of this type of curves over the
quadratic extension field, and obtain a 2-dimensional GLS method. Finally, we obtain the 4-dimensional GLV method on el⁃
liptic curves with j-invariant 0 or 1728 by using higher degree twists. The experimental results show that the speedups of 2-

dimensional GLV method and 4-dimensional GLV method than 5-NAF method exceed 37.2% and 109.4% for Jacobi Quar⁃
tic curves respectively. At the same time, under the three implementations above, the scalar multiplication on the Jacobi
Quartic curves is always more efficient than that on the Weierstrass curves.

Key words： elliptic curve；Jacobi Quartic curve；scalar multiplication；GLV method；GLS method；efficiently com⁃
putable endomorphism

1 引言

在过去的三十年里，椭圆曲线公钥密码（Elliptic
Curve Cryptography，ECC）受到了广泛的关注 . 椭圆曲

线密码体制以计算速度快、存储空间少、通信带宽要求

低、计算参数少等特点、更适合在计算能力和存储空间

受限的系统（如智能卡和无线设备）中使用 . 特别是随

收稿日期：2019-09-03；修回日期：2021-01-24；责任编辑：梅志强
基金项目：国家自然科学基金(No.61902426)；中国博士后科学基金第69批面上项目(No.2021M692502)



电 子 学 报 2021年

着物联网、无线传感器网络的普及应用，对椭圆曲线密

码算法的效率提出了更高的要求 . 作为椭圆曲线密码

算法中最核心、最耗时的运算，标量乘运算的计算速度

决定着椭圆曲线密码方案的实现效率 .
目前，利用可有效计算的自同态加速标量乘运算

是椭圆曲线密码一个研究热点 . 2001年，Gallant等人［1］

出了GLV方法来加速定义在大素数域上的椭圆曲线的

标量乘运算 . 设 E (Fp )为定义在有限域 Fp上的椭圆曲

线，点P ∈ E (Fp )的阶为大素数 n. 如果椭圆曲线E具有

可有效计算的自同态ϕ使得ϕ (P ) ∈ P ，则可以将标量

乘 kP（其中 1 ≤ k ≤ n）分解成两个标量乘 k1P + k2ϕ (P )，
其中 |k1|，|k2| ≈ n，从而可以利用同时多标量乘的

Straus-Shamir技巧将倍点运算数量减少一半 . 假设ϕ的

特征多项式为 X 2 + rX + s，则存在 λ ∈ [ 0，n - 1]使得

ϕ (P ) = λP，其中λ为X 2 + rX + smod n的一个根 . 整数

k1和 k2可以通过在 L = {( x，y ) ∈ Z2：x + yλ ≡ 0modn }中
求解最近向量问题得到 . 文献［2，3］对如何有效地对标

量 k进行 2维GLV分解进行了研究，并给出了分解系数

k1和 k2的上界 .
GLV方法加速标量乘计算的关键在于椭圆曲线

具有可有效计算的自同态，改进 GLV方法主要有两

个方向：（1）寻找更多的可有效计算的自同态，扩展

GLV方法适用的范围；（2）将 GLV方法推广到更高

的维数，进一步地减少倍点运算的数量 . 目前，只有

在几类常见的曲线上给出了可有效计算自同态的结

果［1］，并且寻找这种自同态并不容易 . 2009年，Gal⁃
braith等人［4］利用 Frobenius自同态给出了一种构造

椭圆曲线 E (Fp2 )上有效可计算自同态的方法，这里

E (Fp2 )为定义在 Fp2 上椭圆曲线的二次扭曲线（称为

GLS曲线）. 他们将这一构造结果与 GLV方法结合在

一起，从而将 GLV方法推广到定义在 Fp2 上一大类椭

圆曲线上（称为GLS方法）.
2010年，Zhou等人［5］针对一类特殊的GLS曲线利

用LLL算法得到了 3维GLV方法的一组基，并且得到很

好的加速结果 . 2012年，Hu等人［6］针对 j不变量为 0的
GLS曲线实现了 4维GLV方法，实现结果表明在同一曲

线上 4维 GLV方法比 2维 GLV方法效率提高了大约

22%. 同年，Longa和 Sica［7］将 GLS方法推广到所有的

GLV曲线，利用Fp2上的两个自同态Φ和Ψ对任意的标

量 k ∈ [1，n ]得到一个4维GLV分解

kP = k1P + k2Φ (P ) + k3Ψ (P ) + k4ΦΨ (P ).
他们还利用整数环Z和高斯整环Z [ i ]上的扩展欧

几里德算法给出了4维GLV分解的有效算法 .
近年来，关于亏格为 2的超椭圆曲线也有大量的

研究工作 . 通常亏格为 2曲线的 Jacobian群具有比椭

圆曲线更大的自同态环，所以在素域或者扩张次数

相同的扩域上亏格为 2曲线的 GLV分解的维数是椭

圆曲线的二倍 . 2013年，Bos等人［8］提出利用 4维GLV
方法来加速定义在素域 Fp 上亏格为 2超椭圆曲线上

的标量乘运算，他们考虑了 Buhler-Koblitz（BK）曲线

y2 = x5 + b［9］和 Furukawa-Kawazoe-Takahashi（FKT）曲线

y2 = x5 + ax［10］. 同年，Guillevic和 Ionica［11］利用同源阿

贝尔簇上的自同态环的关系构造出亏格为 2曲线的

Jacobian群与椭圆曲线上的可有效计算的自同态，从

而得到两类定义在 Fp2上的椭圆曲线与定义在 Fp上亏

格为 2曲线的 Jacobian群上的 4维 GLV方法 . Bos等
人［12］考虑二次扩域Fp2上亏格为 2的超椭圆曲线，第一

次研究和实现了 8维的标量分解 . 近年来，国内学者

于伟［13，14］、游林［15］等人针对特定的曲线加速了标量乘

的运算效率 .
近年来，不同形式的椭圆曲线被提出并受到学者

们的广泛关注，如 Montgomery曲线、Jacobi Quartic曲
线、Edwards曲线等 . 这些曲线具有更强的抵抗侧信道

攻击能力和更快的倍点运算公式，已经被考虑作为下

一代椭圆曲线标准的候选方案 . 目前GLV/GLS方法的

研究主要集中在Weierstrass曲线上，尝试寻找和构造更

多或者更高次数的可有效计算的自同态，而在其他曲

线形式上的研究还比较少 . 本文研究了GLV/GLS方法

在 Jacobi Quartic曲线上的应用及其效率评估 . 利用曲

线之间的双有理等价、Frobenius映射、扭同构等，给出

了上述两类曲线上可有效计算自同态的具体构造，并

给出了一些曲线上可有效计算自同态的实例 . 将目前

Weierstrass曲线上GLV/GLS主要研究结果推广到 Jaco⁃
bi Quartic曲线上，相应地得到 2维和 4维GLV方法，并

通过实验对这类曲线上GLV标量乘算法进行评估，实

验结果表明：对于 Jacobi Quartic曲线，2维GLV方法和 4
维 GLV方法比 5-NAF方法分别提速 37. 2%和 109. 4%
以上 . 并且在三种不同的实现方式下，Jacobi Quartic曲
线上标量乘效率都优于Weierstrass曲线 .
2 基础知识

本节主要介绍与本文相关的基础知识，主要包括

椭圆曲线的定义和同源映射的性质，更多详细内容可

以参考文献［16~18］. 设有限域 Fq的特征为 p，E：y2 = x3 +
Ax + B为定义在 Fq上的椭圆曲线，称为Weierstrass曲
线 . 其中存在两类特殊的椭圆曲线：EB：y2 = x3 + B和

EA：y2 = x3 + Ax，其 j不变量分别为0和1728.
2. 1 同源映射

定义 1［16］ 设E1和E2为定义在域K上的椭圆曲线 .
若态射ϕ：E1 → E2满足ϕ (O ) = O，则称为E1到E2的同
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源映射 . 若E1到E2的同源映射满足ϕ (E1 ) ≠ {O }，则称

E1和E2是同源的 .
设 Hom(E1，E2 )表示由 E1 到 E2 的所有同源映射

构成的集合，则Hom(E1，E2 )形成一个群 . 设 E1 = E2 =
E，则Hom(E，E )是一个环，称为曲线E的自同态环（en⁃
domorphism ring） ，记 作 End(E ). 对 于 任 意

ϕ，φ ∈ Hom(E，E )且点P ∈ E，则有 (ϕ + φ ) (P ) = ϕ (P ) +
φ (P )，(ϕ ∘ φ ) (P ) = ϕ (φ (P ) ). 自同态环 End(E )中所有

可逆元构成曲线E的自同构群（automorphism group），记

作 Aut (E ). 椭圆曲线 E的自同态环是曲线 E重要的不

变量 .
定理1［16］ 设ϕ：E1 → E2为同源映射，则有

（1）设m = degϕ，则 ϕ̂ ∘ ϕ = [m ]，在 E1上；ϕ ∘ ϕ̂ =
[m ]，在E2上 .

（2）设 ψ：E2 → E3 为一个同源映射，则 ψ ∘ ϕ =
ϕ̂ ∘ ψ̂.

（3）设 φ：E1 → E2 为 另 外 一 个 同 源 映 射 ，则

ϕ + φ = ϕ̂ + φ̂.
（4）对于任意m ∈ Z，有[m ] = [m ]且deg [m ] = m2.
设 E为定义在有限域 Fq上的椭圆曲线，则对于任

意定义在Fq上的椭圆曲线都有Frobenius自同态 τ满足

τ ( x，y ) = ( xq，yq ).
由Hasse定理可知，设 t = q + 1 - #E (Fq )，则 Frobe⁃

nius自同态 τ满足特征方程 τ2 - tτ + q = 0且 |t| ≤ 2 q，

其中 t称为 Frobenius自同态的迹（trace）. 自同态 τ还可

以利用特征多项式的根来表示 τ = t ± t2 - 4q
2 .

2. 2 Jacobi Quartic曲线

定义 2 设域Fq的特征为奇素数，定义在域Fq上的

Jacobi Quartic曲线方程［19］为
EJ，d，a：y2 = dx4 + 2ax2 + 1，

其中 a，d ∈ Fq且 256(a2 - d )2 ≠ 0. Jacobi Quartic曲线上

点加和倍点运算具有统一公式
( x1，y1 ) + ( x2，y2 ) =
( x1y2 + y1x21 - dx21x22 ，

( y1y2 + 2ax1x2 ) + 2dx1x2 ( x21 + x22 )
(1 - dx21x22 )2 )

点（0，1）为单位元，点（0，-1）为二阶元，点 ( x，y )的
负元为 ( -x，y ). 这种曲线具有更快的点运算公式，并且

能够抵抗侧信道攻击 . 该类曲线使用统一的点加和倍

点公式，使得攻击者无法恢复出标量 k的信息 .
定义在域 Fq 上的 Jacobi Quartic 曲线 EJ，d，a：y2 =

dx4 + 2ax2 + 1双有理等价于 Weierstrass 曲线 E：v2 =
u (u2 - 4au + 4a2 - 4d )，双有理映射为：

φ：EJ，d，a → E，( x，y ) ↦ (u，v ) =
( 2dx2 + 2a (1 + y )y - 1 ，x

4a (dx2 + 2a ) - 4d (1 - y )
(1 - y )2 )

ψ：E → EJ，d，a，(u，v ) ↦ ( x，y ) =
( 2v
(u - 2a )2 - 4d，

u2 - 4 (a2 - d )
(u - 2a )2 - 4d )

2. 3 GLS方法

本节简要介绍了GLS构造方法，详细内容可以参

考文献［4］.
定理 2［17］ 设 E是定义在有限域 Fq上的椭圆曲线，

#E (Fq ) = q + 1 - t，设 ϕ：E → E′是定义在 Fqk 上的 d次

可分同源映射，其中 E′为定义在 Fqm 上的椭圆曲线且

m|k. 令 r|#E′(Fqm )是一个素数使得 r > d且 r||#E′(Fqk ). 设
π为E上的 q-次Frobenuius映射，设 ϕ̂：E′ → E为ϕ的对

偶同源 . 定义ψ = ϕπϕ̂，则：

（1）ψ ∈ Endqk (E′)；
（2）对于任意 P ∈ E′(Fqk )，有 ψk (P ) - [ dk ] P = O和

ψ2 (P ) - [ dt ] ψ (P ) + [ d2q ] P = O；

（3）存 在 λ ∈ Z 使 得 λk - dk ≡ 0 mod r，λ2 - dtλ -
d2q ≡ 0 mod r，满 足 对 于 任 意 P ∈ E′(Fqm ) [ r ]，ψ (P ) =
[ λ ] P.

推论 1［17］ 设 p > 3是一个素数，设E是定义在有限

域 Fp 上的椭圆曲线，#E (Fp ) = p + 1 - t. 设 E′为 Fp2 上

E (Fp2 )的二次扭（quadratic twist）曲线，则 #E′(Fp2 ) = ( p -
1)2 + t2. 设ϕ：E → E′为定义在Fp4上的扭同构（twisting
isomorphism）. 设 r|#E′(Fp2 ) 为 素 数 且 r > 2p. 令 ψ =
ϕπϕ-1，则

（1）对任意的P ∈ E′(Fp2 ) [ r ]，ψ2 (P ) + P = O；

（2）ψ (P ) = [ λ ] P，其中λ = t-1 ( p - 1)mod r.
推论2［17］ 设p > 3是一个素数，E是定义在有限域Fq

上的椭圆曲线 . 设 E′为 Fp2上 E (Fpm )的二次扭曲线，ϕ：

E → E′为定义在Fp2m上的扭同构 . 设 r|#E′(Fpm )为素数且

r > 2pm - 1. 令 ψ = ϕπϕ-1. 则对任意的 P ∈ E′(Fpm ) [ r ]，
ψm (P ) + P = O.

设 p ≡ 1mod 6和 B ∈ Fp，定义 E：y2 = x3 + B. 选择

u ∈ Fp12 使得 u6 ∈ Fp2，定义 Fp2 上曲线 E′：y2 = x3 + u6B.
重复地选取 p，B，u直到 #E′(Fp2 )为素数（或近似素数）.
同构ϕ：E → E′定义在Fp12上为ϕ ( x，y ) = (u2，u3y )，同态

ψ = ϕπϕ-1，其中π为曲线 E上的 p-次 Frobenuius映射，

是定义在Fp2上的 . ψ满足特征方程：ψ4 - ψ2 + 1 = 0，从
而就得到了一个4维GLV.
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3 GLV/GLS方法 Jacobi Quartic曲线上的

应用

3. 1 Jacobi Quartic曲线上GLV方法

本节考虑 Jacobi Quartic曲线上的 GLV方法，给出

该类曲线上可有效计算自同态具体的构造 . 设素数 p >
3，设E：y2 = x3 + Ax + B为定义在有限域Fp上的椭圆曲

线 . 由文献［19］可知，椭圆曲线E与一个 Jacobi Quartic
曲线EJ双有理等价的充要条件是椭圆曲线E上存在阶

为2的点 .
定理 3 设素数 p > 3，E：y2 = x3 + Ax + B为定义在

域 Fp 上的椭圆曲线 . 设 n|#E (Fp )为素数，曲线 E具有

可有效计算的自同态 ψ，使得对任意点 P ∈ E (Fp ) [ n ]，
存在 λ ∈ Z使得 ψ (P ) = λP. 若曲线 E上存在阶为 2的
点，则存在 Jacobi Quartic曲线 EJ和相应的可有效计算

的 自 同 态 ψJ 使 得 对 任 意 的 P ∈ EJ (Fp ) [ n ]，都 有

ψJ (P ) = λP.
证明 由于椭圆曲线 E上存在阶为 2的点 R1，设

R1 = ( r1，0). 参考文献［19］中的方法，令 d = -(3r21 +
4A) /16，a = 3r1 /4，定义曲线EJ：Y 2 = dX 4 + 2aX 2 + 1，则
E与EJ在域Fp上双有理等价，双有理映射为

φ：E → EJ，( x，y ) ↦ (X，Y ) =
( 2( x - r1 )y

，
(2x + r1 ) ( x - r1 )2 - y2

y2 )，
φ-1：EJ → E，(X，Y ) ↦ ( x，y ) =
( 2(Y + 1)X 2 - r12，

4(Y + 1) - 3r1X 2

X 3 )
故可以得到EJ上的自同态ψJ = φψφ-1.

设点 P ∈ E (Fp )的阶为素数 n，ψ的特征多项式为

X 2 + rX + s，则存在λ ∈ [ 0，n - 1]使得ϕ (P ) = λP，其中

λ 为 X 2 + rX + smod n 的 一 个 根 . 由 于

ψ2 + rψ + s = 0，则
ψ2J + rψJ + s = φψ2φ-1 + rφψφ-1 + s

= φ ( -rψ - s)φ-1 + rφψφ-1 + s = 0
即ψJ与ψ具有相同的特征多项式X 2 + rX + s.

故对任意的P ∈ EJ (Fp ) [ n ]，都有ψJ (P ) = λP. #
定理 4将Weierstrass曲线上的自同态扩展到 Jaco⁃

bi Quartic曲线上，从而可以得到一个 Jacobi Quartic曲
线上的2维GLV标量乘算法 .

例 1 设 p ≡ 1mod 4是一个素数，考虑定义在有限

域Fp上的椭圆曲线E1：y2 = x3 + ax.
设 α ∈ Fp是一个 4阶元，则映射 ψ ( x，y ) ↦ ( -x，αy )

是一个定义在 Fp上的自同态，且满足 ψ2 + 1 = 0. 曲线

E1上存在阶为 2的点R1 = (0，0)，根据定理 3证明可知：

存在 Jacobi Quartic曲线EJ：Y 2 = - a4 X 4 + 1与曲线E1双

有理等价，双有理映射为

φ：E1 → EJ，( x，y ) ↦ (X，Y ) = ( 2xy ，
2x3
y2
- 1)，

φ-1：EJ → E1，(X，Y ) ↦ ( x，y ) = ( 2(Y + 1)X 2 ，
4(Y + 1)
X 3 )，

曲线EJ上可有效计算的自同态ψJ为

ψJ (X，Y ) = ( - Xα，Y)，
可以验证ψ2J + 1 = 0.

3. 2 Jacobi Quartic曲线上GLS方法

下面将GLS方法［4］推广到 Jacobi Quartic曲线上，得

到如下定理5.
定理 5 设素数 p > 3，E：y2 = x3 + Ax + B为定义

在域 Fp上的椭圆曲线且 #Ea，d (Fp ) = p + 1 - t. 设 E′为
E (F

p2 )的二次扭曲线，则 #E′(Fp2 ) = ( p - 1)2 + t2. 若

2|#E′(Fp2 )，r|#E′(Fp2 )是一个素数且满足 r > 2p，则存在

定义在 F
p2上的 Jacobi Quartic曲线 EJ及曲线上可有效

计算的自同态 ψJ，使得对任意的 P ∈ EJ (Fp2 ) [ r ]，都有

ψ2J (P ) + P = OEJ
.

证明 由 2. 3节推论 1可知：设 u为Fp2中非二次剩

余，曲线 E的二次扭曲线为 E′：y2 = x3 + Au2x + Bu3，且
#E′(Fp2 ) = ( p - 1)2 + t2. 设π为曲线 E上的 p-次 Froben⁃
uius映射，则 ψ = ϕπϕ-1 为曲线 E′的自同态，其中 ϕ：
E → E′为定义在有限域 Fp4 上的扭同构 . 对于任意

P ∈ E′(Fp2 ) [ r ]，都有ψ2 (P ) + P = OE′.
由于 2|#E′(Fp2 )，设曲线 E′(Fp2 )上存在阶为 2的点

R1 = ( r1，0). 令 d = -(3r21 + 4Au2 )/16，a = 3r1 /4，定义曲

线EJ：Y 2 = dX 4 + 2aX 2 + 1，则E与EJ在域Fp2上双有理

等价，双有理映射为
φ：E → EJ，( x，y ) ↦ (X，Y ) =
( 2( x - r1 )y

，
(2x + r1 ) ( x - r1 )2 - y2

y2 )，
φ-1：EJ → E，(X，Y ) ↦ ( x，y ) =
( 2(Y + 1)X 2 - r12，

4(Y + 1) - 3r1X 2

X 3 )
故可以得到EJ (Fp2 )上的自同态ψJ = φψφ-1.

由于ψ2 + 1 = 0，则
ψ2J + 1 = φψ2φ-1 + 1 = -φφ-1 + 1 = 0

故对任意的P ∈ EJ (Fp2 ) [ r ]，都有ψ2J (P ) + P = OEJ
.

定理 5的结果可以应用于任意定义在有限域 Fp
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（p > 3）上 Jacobi Quartic曲线，从而得到一个 2维 GLV
标量乘算法 .
3. 3 Jacobi Quartic曲线上4维GLV方法

为了得到 Jacobi Quartic曲线上的更高维 GLV方

法，主要有两种方法：（1）借鉴文献［7］的思想，将GLV
与GLS方法结合起来，同时利用E (Fp2 )上的两个不同的

自同态 .（2）借鉴文献［4，6］的思想，考虑具有更大自同

构群的曲线，如 j不变量为0或1728.
下面针对 j不变量为1728的椭圆曲线给出具体的 4

维GLV方法构造 . 设素数 p ≡ 1mod 4，曲线 E：y2 = x3 +
Ax为定义在Fp上的椭圆曲线 . 根据 2. 3节推论 1，选择

u ∈ Fp8使得 u4 ∈ Fp2，定义Fp2上曲线 E1：y2 = x3 + u4Ax.
重复地选取 p，u，A直到 #E1 (Fp2 ) = 2r，其中 r为素数 . 同
构ϕ1：E → E1定义在Fp8上为ϕ1 ( x，y ) = (u2x，u3y ). 设π

为曲线E上的 p-次Frobenuius映射，则自同态
ψ ( x，y ) = ϕ1πϕ-11 ( x，y ) = ( (u/up )2xp，(u/up )3yp )

定义在Fp2上，且满足ψ4 + 1 = 0. 接下来，利用双有理等

价 将 曲 线 E1 上 自 同 态 ψ 转 化 到 Jacobi Quartic 曲

线EJ上 .
曲线 E1上存在阶为 2的点 R1 = (0，0)，根据例 1可

知：存在 Jacobi Quartic曲线 EJ：Y 2 = - u
4A
4 X 4 + 1与曲

线E1双有理等价，双有理映射为

φ：E1 → EJ，( x，y ) ↦ (X，Y ) = ( 2xy ，
2x3
y2
- 1)，

φ-1：EJ → E1，(X，Y ) ↦ ( x，y ) = ( 2(Y + 1)X 2 ，
4(Y + 1)
X 3 )，

则曲线EJ上可有效计算的自同态ψJ为

ψJ (X，Y ) = φψφ-1 (X，Y ) = (up - 1Xp，Y p )，
可以验证ψ4J + 1 = 0.

类似地，对于 j不变量为 0的椭圆曲线同样可以得

到一个4维GLV方法构造，这里不再赘述 .
4 效率分析

本节通过实验对 Jacobi Quartic曲线上GLV/GLS标
量乘算法的效率进行评估，并与Weierstrass曲线上的标

量乘算法的效率进行比较 . 为了体现比较结果的一般

性，本节并没有给出具体的曲线参数选择 . 针对大约

128比特安全性，假设分别选择Weierstrass曲线E、Jaco⁃
bi Quartic曲线的参数EJ，p1和 p2表示 256比特和 128比
特的某个素数，其中曲线和有限域参数并不是固定的，

可以根据需要灵活选择 .
为了评估算法的效率，我们在一台配置为 Intel（R）

Core（TM）i5-6200U CPU 2. 30GHz 的台式机上运行了

实验，利用Magma软件［20］分别实现上述两类曲线上基

于 w-NAF方法、2维GLV和 4维GLV标量乘算法，并比

较它们的效率 .
设M、S和 I分别表示有限域Fp1上的乘法、平方和求

逆运算，忽略域上加法、减法、小系数乘法的计算 . 相应

地，m、s和 i表示有限域Fp22
上的乘法、平方和求逆运算 .

根据文献［7］，这里假设1i=66m，1s=0. 76m，1I=290M，1S
=0. 85M且M/m=0. 91. 对于 Jacobi quartic曲线，使用扩

展射影坐标［21］（简写为ExtJQuartic）；对于Weierstrass曲
线，使用 Jacobian坐标（简写为 Jacobian）. 考虑如下基本

运算：倍点（2P）、点加（P+Q）、混合坐标加法，分别表示

为DBL、ADD和mADD. 表 1给出了三类曲线上对应点

运算的计算开销，其中M和 S表示有限域上乘法和平方

运算，而不特指有限域Fp1.

标量乘的计算通常包括预计算、求值计算和坐标

转换三个阶段 . 根据分析结果选择最优的实现方式，对

于w-NAF方法实现，使用 5-NAF表示；对于 2维GLV实

现，使用 4-NAF表示的交叉方法（简写为 2GLV+INT（4-

NAF））；对于 4维GLV实现，使用 3-NAF表示的交叉方

法（简写为 4GLV+INT（3-NAF））. 假设利用文献［22］中

LM预计算方案，它利用了统一Z坐标减少预计算的开

销，并且只需要一个求逆运算 . 对于 ExtJQuartic曲线，

需要 1I + (12L - 4)M + (5L + 7)S，其中 L为预计算点

数的 1/2. 由于自同态的计算开销随着曲线的不同而变

化，它只在预计算中出现且对整个预计算过程的开销

影响不大，这里我们忽略了自同态的计算开销 . 最后将

坐标转换为仿射坐标形式：对于ExtJQuartic曲线，需要

1I+4M；对于 Jacobian曲线，需要 1I+3M+1S. 表 2给出了

两类曲线上不同标量乘实现方法计算开销的粗略

估计 .
表 2中给出了不同实现方式下三种曲线上标量乘

运算的开销：对于 ExtJQuartic曲线，2维 GLV方法和 4
维 GLV方法比 5-NAF方法分别提速大约 37. 2%和

109. 4%. 同时可以看出：在三种不同的实现方式下，Ex⁃
tJQuartic曲线上标量乘效率都优于 Jacobian曲线 . 具体

地，对于2维GLV方法，ExtJQuartic曲线比 Jacobian曲线

分别提速大约 13. 2%；对于 4维 GLV方法，ExtJQuartic
曲线比 Jacobian曲线分别提速大约13. 8%.

表1 两种不同形式椭圆曲线上点运算的开销

曲线形式

ExtJQuartic
Jacobian

DBL
2M+5S
1M+8S

ADD
7M+4S
11M+5S

mADD
6M+3S
7M+4S
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5 结论

对于Weierstrass曲线上GLV/GLS方法已经有比较

多的研究，而在其他曲线形式上的研究还比较少 . 本章

主要研究了GLV/GLS方法在 Jacobi Quartic曲线上的应

用 . 利用曲线之间的双有理等价、Frobenius映射、扭同

构等，给出了上述两类曲线上可有效计算自同态的具

体构造，并给出了一些曲线上可有效计算自同态的实

例 . 将目前Weierstrass曲线上GLV/GLS主要研究结果

推广到 Jacobi Quartic曲线上，相应地得到 2维和 4维
GLV方法 . 最后还通过实验对两类曲线上标量乘算法

的效率进行了评估 .
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